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PRE-REQUISITOS PARA O ESTUDO DA TEORIA ELEMENTAR DA PROBABILIDADE - Aula 06

(Teoria de conjuntos, analise combinatoria e propriedades de somatério)

I) CONJUNTOS:
1) Nocao intuitiva
2) Relacoes de pertinéncia e inclusio
3) Tipos de conjuntos: conjunto universo, conjunto vazio, conjunto unitario, par ordenado e par nao-ordenado
4) Operacoes com conjuntos: unido, intersecao, diferenca, complemento, produto cartesiano.
5) Conjuntos finitos, conjuntos infinitos (enumeraveis ou ndo-enumeraveis).'
6) Classe de um conjunto e conjunto das partes de um conjunto finito.
6) Conjuntos disjuntos

7) Algumas propriedades das operacoes com conjuntos:

a) AUB=BUA Lei comutativa da unido de conjuntos

b)) AuBUC)=(AUB)UC=AUBUC Lei associativa da unifio de conjuntos

¢c) AnNB=BnNA Lei comutativa da interse¢io de conjuntos

d ANnBNC)=(ANB)NC=ANnBNC Lei associativa da intersecio de conjuntos

e) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) Lei distributiva da interse¢do em relagio a unido de con;.
HAUBNC)=(AUB)N(AUC) Lei distributiva da unido em relagéo a interse¢do de conj.
g AN(B-C)=(AnB)—(ANC(C) Lei distributiva da interse¢do em relagdo a diferenca de conj.
h) A-B=ANB ¢ , onde BS = complementar de B em rela¢do ao conjunto universo.

i) A-B =B - A€
) AUB=AUB-(ANB)=AU (A N B)

) (AUB)‘ = A N B¢ 1* Lei de De Morgan

n
Generalizagdo: A UA, U...UA, = UAi
i=1
m)(ANB)" = A UB® 2* Lei de De Morgan

n
Generalizagdo: Aj NA, N...NA, = ﬂAi
i=1

! Conjunto finito é um conjunto que tem 7 elementos, sendo n um nimero natural. Um conjunto X ¢ dito infinito se admitir subconjunto
Y,com X # Y, tal que X e Y possam ser colocados em correspondéncia biunivoca, isto é, f : X — Y é uma bijecdo. Um conjunto
infinito pode ser enumeravel ou ndo. Um conjunto € dito contdvel ou enumerdvel se puder ser colocado em correspondéncia biunivoca
com o conjunto dos nimeros naturais, caso contrario, o conjunto € ndo contdvel ou ndo enumerdvel. O conjunto dos naturais N é
infinito, pois por exemplo considere o subconjunto {0,2,4,6....} de N. (Cf. SANT’ ANNA, Adonai S. O que é um conjunto. Barueri:
Manole (no prelo).
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n) AUB=(A° "B“)¢

0) ANB=(A° UB“)¢

p)(AD =A

qQ AcB = A° B¢ v B c AC Obs.: V =ou

r) A=(ANB)U(A-B)=(ANB)U(ANB%)

s)yAcBe CcD =(AXC)c(BXD), onde X = produto cartesiano.

) AX (BUC)=(AXB)U(AXC) Lei distributiva do produto cartesiano em relagdo 2 unido de conj.

WAX(BAC)=(AXB)N(AXC)

Lei distributiva do produto cartesiano em relacio a intersecao de conj.
VV(AcB)ABc(O)=> AcC. Obs.: A =¢
Observacoes:

e As propriedades das operagdes com conjuntos, enunciadas anteriormente, sio demonstrdveis no contexto da teoria

de conjuntos mais usual (aquela que faz uso do Célculo Proposicional Classico L e do Célculo de Predicados). Para

demonstrar uma propriedade (teorema) deve-se ater as definicdes (por exemplo, a simbologia, as férmulas, as

regras de inferéncia) da teoria em questao.

Ex.: Prove a lei comutativa da unido de conjuntos AUB=BUA.

Prova: Vx, xe AUB = (xe A)v(xe B) = (xe B)yv(xe A) = xe BUA-
conforme defini¢do conforme tabelas verdades do conforme defini¢do
da unido de dois conj.'s Cdlculo Proposicional Cldssico L da unido de dois conj.'s

Logo, AUB=BUA.

Tabela verdade da disjung¢do V (ou)

do Célculo Proposicional Classico L (Célculo L) Tabela verdade da bicondicional <
A IV B do Cilculo Proposicional Cldssico L (Cdlculo L)
A (=4 B
v \" \"
v v F A% \" \"
F v v \" F F
F F F F F A%
1°passo 3° passo 2° passo F v F
Notas: 1) V=verdade, F=falsidade. 2) A e B sdo férmulas do Célculo L. 1 3 2

3) A indicagdo “1°, 2°, 3° passos” na tltima linha da tabela serve apenas para
indicar a ordem em que a tabela deve ser preenchida. 4) Essa tltima linha néo faz
parte de uma tabela verdade do Calculo L.

Tabela verdade
(Av B) o (Bv A
vV V. V v vV V.V
V V F \Y% F vV
F VvV V \Y% vV V F
F F F v F F F
e 30 2° 5° 2° 4° 1°

Nota: Comparam-se os passos 3° e 4° para compor o 5° (conclusdo).
Como os resultados do 5° passo (conclusdo) foram todos V
(verdadeiro), entdo a formula (AV B) <& (B V A))éuma
tautologia, ou seja, as formula (AV B)e (B V A) sao equivalentes.
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® O processo de demonstragdo de uma propriedade (teorema) ndo € tinico. Na pratica, muitos autores mesclam o
uso da linguagem formal da teoria em questdo com o uso da linguagem natural dos seus interlocutores, a fim de se
fazerem compreender por aqueles que ndo estdo habituados a linguagem formal da teoria em questdo (no exemplo
acima, a teoria de conjuntos mais usual em matemadtica no Brasil). Ao desenvolver um processo de demonstragao,

deve-se estar atento para ndo corromper a idéia que se deseja provar.

® Provar algo, mesmo em matemadtica, € convencer o interlocutor a respeito de uma idéia através do uso da razdo.

8) Definicio: Algebra de subconjuntos do conjunto ndo vazio ., denotada por A(Q), é uma classe” de
subconjuntos de Q satisfazendo os axiomas:

A) Qe A(Q)

A2)Se Ae A(Q) = Ae A(Q)

As3)Se Ae A(Q) e Be A(Q) = AUBe A(Q) (ie., adlgebra 4(Q) contém toda unido finita de subconj.’s de Q)

Conseqiiéncias da definicao:

+Ad) ¢ € A(Q)

Entendimento da definicao:

e 7(Q) éndo-vazia, visto que Q € ndo vazio.

e A(Q) éfechada por complementacdo e unides finitas, ou seja:
o o complemento de qualquer conjunto pertencente a_4(Q) pertence a 4(Q) ;

o aunido de um nimero finito de conjuntos pertencentes 4(Q) pertence a_4(Q)

¢ O conjunto JX Q) das partes de Q é uma dlgebra de Q ?

Sim, se € € um conjunto finito. (Cf. JAMES, B., 2006, p. 6)

. ﬂ(Q) € unica?
N#o. Veja os contra-exemplos: a menor das dlgebras de Q é o conjunto 4(Q) = {¢,Q} ea maior

das adlgebras de Q éﬂ(Q) =AQ), se Q é finito.

? Classe ou familia de conjuntos é um conjunto em que seus elementos sio também conjuntos, ou seja, ¢ um conjunto de conjunto. (Cf.
LIPSCHULTZ, 1974, p.6).
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« Essa definicdo é adequada para € finito, pois ela contempla todas as unides possiveis dos

elementos da dlgebra de subconjuntos de Q.
o Mas e se Q for infinito (enumeravel ou nao enumeravel)?
« Se Q for enumerdvel (infinito), entdo a algebra de subconjuntos de € conterd um
numero infinito de unides (serd uma o —algebra de Q).
- Se Q for ndo enumerével continuo’, entdo a dlgebra de subconjuntos de Q serd uma

o —dlgebra de Borel)

9) Defini¢ao: Sigma dlgebra de subconjuntos do conjunto ndo vazio Q, denotada por ¢ 4(Q), é uma classe de

subconjuntos de Q satisfazendo os axiomas:

A) Qe ¢ AQ)

A)) Ae c AQ) = Ae 0 AQ)

A3) A, Ay Asg, ... S O'_/Zl(Q) = U A € O'_/Zl(Q) (ou, seja, cA(L ) contém toda uniio enumerdvel de subconj.’s de )

i=1

Entendimento da definicao:

e 0 A(Q) énao-vazia, visto que Q € ndo vazio.

« Essa definicdo é adequada para os casos em que Q € enumerdvel (infinito), visto que sua sigma-

dlgebra conterd um nimero enumeravel (infinito) de unides.

« Essa definicio serve também para os casos em que Q € finito?

Sim, pois AUB=AUBUBUBU.... Ou seja, uma o A(Q) é sempre uma dlgebra, ji que
AUB=AUBUBUBU...€ _/Zl(Q) se _/Zl(Q) é O'ﬂ(Q) (uma unido finita € conseqiiéncia de unides
infitas. Cf. JAMES, Barry, 2006, p. 6). Assim, uma unido finita pode ser escrita como unides infinitas se

estivermos trabalhando com uma o A4(Q).

* 0 A(Q) éfechada por complementagdo e unides enumeraveis:
o o complemento de qualquer conjunto pertencente a o 4(Q), pertence a o A(Q) ;

o aunido de um nimero enumerdvel de conjuntos pertencentes a ¢ A(Q), pertence a o A(Q).

3 . . . ., L - . . . . .
O conjunto dos irracionais € ndo enumeravel, mas nao € continuo. O conjunto dos reais, bem como seus intervalos do tipo (a,b), [a,b],
(a,b], [a,b) sdo conjuntos ndo enumeraveis continuos.
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« Essa defini¢c@o serve também para os casos em que Q ¢ infinito ndo enumeravel?

Se o conjunto Q for ndo enumerdvel continuo, entdo a ¢ /‘Zl( Q) € dita o 1 de Borel e tem suas

especificidades.

Conceito: Sigma-algebra de Borel (Cf. JAMES, B., 2006, p. 8).

e NaretaR:
Em termos intuitivos, uma O_4 de Borel na reta, denotada por B ou por Bg, € a menor o A contendo todos os
intervalos.

Numa o A4 de Borel na reta, um boreliano é um conjunto que pode ser obtido de um nimero enumerdvel de

intervalos aplicando-se as operacdes U, M e ¢ (unido, intersecdo e complementar) um niimero enumerével de vezes.

e No plano R%:
Intuitivamente, uma O 4 de Borel no plano R? , denotada por B’ ou por B R2> é amenor O 4 contendo todos os
retangulos.

Numa Bp:, um boreliano € um conjunto que pode ser obtido partindo-se de um nimero enumeravel de retingulos

. - C .. ~ , Y
e aplicando-se as operacdes U, M € = (unido, interse¢do e complementar) um nimero enumerdvel de vezes.

e No espaco R™:

Uma O 4 de Borel no R", denotada B" ou por B R ¢ a menor O 4 contendo todos os retidngulos n-

dimensionais.

Entendimento desses conceitos:

® Bgr, By ou, genericamente, By, do conjunto € um conjunto ndo-vazio, visto que € € ndo vazio.
e Essa defini¢do é adequada para os casos em que Q ¢ infinito ndo enumerdvel (continuo).
® By, € fechada por complementago e unides enumerdveis (finitas ou infinitas)

o o complemento de qualquer conjunto de By, pertence a By, ;

o a unido de um ndmero infinito (finito também, pois, como visto anteriormente, uma unido finita é

conseqiiéncia de unides infinitas) de conjuntos de Bp. pertence a By .

e Essa defini¢io serve também para os casos em que ¢ finito? E para Q infinito enumerdvel?
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10) Medida sigma-aditiva:

Defini¢do: Uma medida o -aditiva numa o -dlgebra ¢ 4(Q) ¢ uma fungéo f:0A(Q) >[0,00] tal que:
A B x=f(A)

D f(#9=0

i) Ay, Az As, ... € 0'}1(0) e V(@i,Jj) A F\AJ- =¢ = f(u Aij:Zf(Al-) , onde A; sdo conjuntos mensuraveis.
i=1 ,
i=1

O objetivo desta defini¢do é encontrar uma medida numa o -dlgebra 0 4(Q) que contenha todos os

intervalos I e tal que f(I)=comprimento de I, ou seja, que a imagem de I seja o0 seu comprimento.

11) Particao de um conjunto:
Definicao: Os subconjuntos Aj, A,, ..., A, formam uma particdo do conjunto Q se:
DA # O, Vi=1,2, ..,n

ii) Ai NA;=4, parai#]j (ouseja, A;e A; sdo conjuntos disjuntos)

iii) _ijlAi =0
Ex: Q.
Ay
Az

Em resumo, uma parti¢do de um conjunto Q € uma coleciao de subconjuntos nao-vazios e disjuntos de Q,

cujas unides sdo iguais a Q.

II) ANALISE COMBINATORIA:

Freqiientemente, o cdlculo das probabilidades requer o uso dos resultados da andlise combinatéria, uma
vez que a contagem direta do ndmero de possibilidades pode ser muito trabalhosa.

Nos problemas de agrupamento, primeiramente € necessdrio classificar adequadamente o agrupamento e

depois aplicar a férmula correta.
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1) Principio fundamental da contagem (para conjuntos ordenados):

Se um acontecimento pode ocorrer por vdrias etapas sucessivas e independentes, de tal modo que:
n; € o n° de possibilidades da 1? etapa,

ny € o n° de possibilidades da 2° etapa,

ng € o n° de possibilidades da k-ésima etapa,

entdo o numero total de possibilidades do acontecimento ocorrer em k etapas € ny. ny . ... . ng.

Ex.: Utilizando as 26 letras do alfabeto e os 10 algarismos hindu-ardbicos, quantas placas de automdveis podem
ser formadas, sabendo que cada placa tem 3 letras e 4 algarismos? (Admita, neste caso, inclusive uma placa com
4 zeros).

Solugado:
1° jeito (Pelo principio fundamental da contagem):

Total de placas: 26.26.26.10.10.10.10 = 26°.10" placas

2° jeito (Por produto cartesiano):

Sejam A={a,b,c.d,e,f,g,h,i,j,k, I, m,n,0,p,q, 1,8, t,u,v,w,x,y,z} e B={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
em que n(A)=26 e n(B)=10, sendo n(A) o nimero de elementos do conjunto A e n(B) o de B. Tem-se que:

¢ Uma placa serd formada por uma séptua-ordenada ( _, _, , ,_,_,_ )€ AXAXAXBXBXBXB,

onde X € o produto cartesiano. Assim, o total de séptuas-ordenadas € dado por

n(A). n(A). n(A). n(B). n(B). n(B). n(B) =[ n(A) *. [n(B)]* = 26°.10*

2) Diagrama da arvore das possibilidades

Representar através do diagrama da drvore o seguinte experimento:

Pecas que saem de uma linha de produgdo sdo marcadas defeituosas (D) ou ndo defeituosas (P). As pecas
sdo inspecionadas e suas condigdes registradas. Isto € feito até que duas pecas defeituosas consecutivas sejam
fabricadas ou que quatro pecas tenham sido inspecionadas, aquilo que ocorrer em primeiro lugar. Descreva o

conjunto de todas as possibilidades (espaco amostral) para este experimento.
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1? pega 2% pega 3" peca 4* peca Resultado

(D, D)

< > (D, P, D, D)
> (D,P,D, P)

> (D7 P’ P7 D)

» (D, P,P,P)

v

(P,D, D)

v

(P7 D’ P7 D)
(P7 D’ P7 P)
> (P’ P’ D’ D)

(P’ P’ D’ P)
(P’ P’ P’ D)

o
T~
/
T

v

O conjunto de todas as possibilidades ¢ dado por:

Q ={ (D)D), ([D,P,D,D),([D,P,D,P),D,P,P,D),(D,P,P,P), (P, D,D), (P,D,P,D),(P,D,P,P), (PP D,D),
(P,P,D, P), (P,P,P,D), (P,P,P,P) }

v

v

T gv U O

—
T
<I

v

(P, P, P, P)

3) Arranjos:

Um agrupamento dos elementos de determinado conjunto universo constitui-se num arranjo de n
elementos tomados p de cada vez se a natureza e a ordem dos elementos que compdem esse agrupamento
distinguem-no dos demais subconjuntos do universo considerado. Se houver elementos repetidos no conjunto

universo dado, entdo os agrupamentos constituir-se-30 em arranjos com repeti¢cdes; caso contrdrio, tem-se apenas

arranjos simples.

Ex; (arranjo simples): Determinar as possibilidades de cruzamento da linha de chegada para os trés
primeiros lugares, num pareo de sete cavalos numerados de 1 a 7.

Observagao:

(1,2,3) # (3,2,1) — os dois agrupamentos diferem-se entre si pela ordem dos elementos

(1,2,3) #(1,2,5) — os dois agrupamentos diferem-se entre si pela natureza dos elementos.
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Ex, (arranjo com repeticdo) Determinar o nimero de possibilidades da distribui¢do de sexo dos trés

filhos de um casal.

e (Calculo do nimero de agrupamentos possiveis em se tratando de arranjo:

¢ Arranjos simples (sem repeticao de elementos no conjunto universo):

n! 3 ) .
A p= ﬁ , onde: n éo n°de elementos do conjunto universo dado,
n—p)!

p € o n° de elementos de cada agrupamento.
¢ Arranjos com repeticao de elementos no conjunto universo:

(Ar)y, , =1, onde: n éon°deelementos do conjunto universo dado,

p € on°de repeticdes de n no experimento dado.

4) Permutacio:
Dado um conjunto universo com n elementos, chamamos permutagcdo todo arranjo desses n elementos
tomados n a n. Se houver elementos repetidos no conjunto universo, entdo os agrupamentos constituir-se-30 em

permutagdes com repeti¢des; caso contrario, tem-se apenas permutagdes simples.

Ex;(permutacdo simples): Possibilidades de cruzamento da linha de chegada para os sete primeiros
lugares, num pdreo com sete cavalos.

Ex;, (permuta¢ido com repeticao): Anagramas da palavra BATATA.

e Cailculo das permutacoes:
¢ Permutacoes simples:

P,=n! , onde: n é o nimero de elementos de um conjunto universo agrupados n a n.

¢ Permutacoes com elementos repetidos no conjunto universo:
n!

=, onde: n éon°de elementos do conjunto universo;
n'!n,!n,l..n!

n; € o n° de elementos iguais a a; no conj. universo;’;
n, € o n° de elementos iguais a a, no conj. universo;

n3 € o n° de elementos iguais a a;no conj. universo;

1, € o n® de elementos iguais a @, no conj. universo;

k

Zni =n.

i=1
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5) Combinacoes:

Um agrupamento dos elementos de um conjunto universo constitui-se numa combinagdo de n elementos
tomados p de cada vez se apenas a natureza, € ndo a ordem, dos elementos que compdem esse agrupamento

distinguem-no dos demais subconjuntos do conjunto universo considerado.

Ex: Comissado de trés membros escolhidos entre seis pessoas: Maria, Jodo, Pedro, José, Lucas, Lucia.
{Maria, Jodo, Pedro} = {Pedro, Maria, Jodo} — a ordem dos elementos nio altera a comissao.

{Maria, Jodo, Pedro} # {Maria, Jodo, Licia} — a natureza dos elementos altera a comissao.

e (Calculo das combinacdes simples:

n! , . .
C.. p=—""— , onde n € on°de elementos do conjunto universo dado;

pl(n—p)!

p ¢éon°deelementos de cada agrupamento.

III) PROPRIEDADES DE SOMATORIO

Vide anexos de livros de Célculo Diferencial e Integral.
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